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 要  旨 
近年開発が盛んになっている次世代型宇宙輸送機は，スペースシャトルと比較すると機体が小
さいため，機体周りの流れは低 Reynolds 数・高 Mach 数の流れであり乱流遷移過程にあること
が考えられる．そのため機体設計においては過酷な熱環境から機体を守るための熱防御設計が重
要である．以上のことから，圧縮性境界層の遷移機構を理解し，流れが機体のどの箇所で早く遷
移するかを解明することは次世代超音速航空機の開発において重要な課題とされてきた． 
圧縮性境界層における乱流遷移は，外部環境の撹乱の強さによって 2 つの遷移過程に大別され
ることが知られている．例えば静粛な高い高度を飛行する航空機周りの流れのように，外部撹乱
が非常に小さい場合では，線形安定理論で予測されるプライマリーモードの発達を促す撹乱を受
容しやすく，プライマリーモードの非線形成長によって，境界層の変形が遷移に影響を与える．
一方，タービンの内部流など外部撹乱が大きい場合では，TS波の線形発達をバイパスし，撹乱過
渡成長など，外部環境による撹乱が乱流遷移に直接影響を与える，いわゆるバイパス遷移現象が
あることが知られている．これら超音速境界層の遷移機構の詳細は実験的研究での解決は困難で
あり，線形安定解析および直接数値シミュレーション(DNS）による解明が期待されている． 
そこで本研究では超音速圧縮性境界層の乱流遷移を対象とし，圧縮性境界層流れが持つ不安定
性，およびその結果から得られる不安定波の非線形発達に伴う遷移機構を，線形安定性解析およ
び高解像度空間発展 DNSによって調査し，以下の知見を得た． 
 
・乱流遷移過程における不安定波の寄与は亜音速の場合，特に撹乱振幅が小さい場合は，プラ
イマリーモードを経由し線形的に増幅するのに対し，超音速の場合，また亜音速であっても
撹乱振幅の大きい場合は，プライマリーモードをバイパスし過渡的増幅（Transient growth）
を経て崩壊（Breakdown）に至る過程が支配的である． 
・線形安定性理論によって得られた流入撹乱を定常流に導入すると，渦構造の三次元的変形に
よって流れ場に主流速度の変動が起き，ストリーク構造を形成する．ストリーク構造は時間
発展とともに主流方向に伸び更なる渦構造の変形やストリーク構造自身の発達を誘起し，下
流部分に特徴的なヘアピン渦を形成する．これらの変形やストリーク構造自身の更なる発達
が乱流遷移を引き起こす． 
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3第 1章 記号
c : 音速
Cp : 定圧比熱
Cv : 定積比熱
Et : 全エネルギー
Lx : x方向計算領域長さ
Ly : y 方向計算領域長さ
Lz : z 方向計算領域長さ
Ma : 代表Mach数
Nx : x方向格子点数
Ny : y 方向格子点数
Nz : z 方向格子点数
p : 圧力
Pr : Prandtl数
Q : 速度勾配テンソルの第二不変量
qx : x方向熱流束
qy : y 方向熱流束
qz : z 方向熱流束
Ra : 空気のガス定数
Re : Reynolds数
Rex : 平板前縁からの距離に基づく Reynolds数
±¤in : 流入境界における排除厚さ
T : 温度
t : 無次元時間
u : x方向速度
v : y 方向速度
w : z 方向速度
x : 主流方向座標
y : 壁面垂直方向座標
z : スパン方向座標
¢t : 時間刻み
¢x : x方向格子間隔
¢y : y 方向格子間隔
¢z : z 方向格子間隔
¸ : 熱伝導率
¹ : 粘性係数
4º : 動粘性係数
½ : 流体の密度
¿ : 粘性応力
° : 比熱比
添字
x : x方向
y : y 方向
z : z 方向
0 : 初期値　
e : 境界層外部の値　
B : 境界 (Boundary)
C : 中心コンパクトスキーム (Central Compact Scheme)
D : 散逸コンパクトスキーム (Dissipative Compact Scheme)
NSCBC : NSCBC(Navier-Stokes Characteristic Boundary Condition)　
5第 2章 緒言
近年，スペースシャトルの後継となる再使用型宇宙輸送機の開発が盛んになっている．これらの
次世代型宇宙輸送機は，スペースシャトルと比較すると機体が小さいため，機体周りの流れは粘性
力が支配的であり，低 Reynolds数・高Mach数の流れであると考えられる．そのため機体周りの
流れは乱流遷移過程にあることが考えられ，急激に熱伝達率が大きくなることで機体の特定部分が
過熱する恐れがある．そのため機体設計においては，過酷な熱環境から機体を守るための熱防御設
計が重要である．以上のことから，圧縮性境界層の遷移機構を理解し，流れが機体のどの箇所で早
く遷移するかを解明することは次世代超音速航空機の開発において重要な課題とされてきた．
2.1 背景
圧縮性境界層における乱流遷移は，外部環境の撹乱の強さによって 2つの遷移過程に大別される
ことが知られている．例えば静粛な高い高度を飛行する航空機周りの流れのように，外部撹乱が非
常に小さい場合では，線形安定理論で予測されるプライマリーモード（Tollmien-Schlichting波，
TS波）の発達を促す撹乱を受容しやすく，プライマリーモードの非線形成長によって，境界層の
変形が遷移に影響を与える．一方，タービンの内部流など外部撹乱が大きい場合では，TS波の線
形発達をバイパスし，撹乱過渡成長など，外部環境による撹乱が乱流遷移に直接影響を与える，い
わゆるバイパス遷移現象があることが知られている．[1]（Fig.2.1, [2]）．
これらの遷移機構の詳細は，線形安定性理論および堅牢さをもつ直接数値シミュレーション
(DNS）[3]による解明が期待されている．
Fig2.1 Morkovin Diagram [1]
62.2 理論概要
低乱れ環境下における超音速流及び極超音速流境界層の乱流遷移研究は概念的には 3つの段階に
分けられる．
(1) 受容性
(2) 線形モードまたは過渡成長機構
(3) 乱流への非線形崩壊
乱流遷移初期段階である受容性（Morkovin 1969[4], Reshotko 1984[5]）は，主流流れにおける音
響場や渦度場などのかすかな撹乱が境界層内に流入して引き起こされる現象である．層流境界層の
崩壊につながる線形撹乱モードの振幅，周波数，位相の初期状態を与える過程である．例えば，航
空機翼の前縁における急激な圧力変化を介して翼面境界層内に受容された撹乱が TS波のような線
形不安定なモードに発達すると考えられている．一般に，境界層内に受容された撹乱は計測できる
ほどの大きさではなく線形不安定な波動が増幅して初めて観察される．二次元境界層においては，
線形モードの成長は弱く，粘性スケールで発達することが知られている．これが線形モードの成長
過程である．一方，壁面の凹凸などと同様に，主流における撹乱は発達する層流境界層においても
影響を与え，過渡的に縦渦が境界層内に発生して低速及び高速ストリークとともに境界層内に発達
する．一方，縦渦は線形成長するモード間の相互作用によっても発生することが知られており，超
音速流れの境界層においては斜めモードの成長が縦渦形成に主要な働きをする．モード線形成長
や過渡成長によって形成さる層流境界層の二次不安定性により，乱流への非線形成長が急激に起
こる．
2.3 線形安定性理論
定常な層流状態の流れに局所的に微小な振幅の撹乱が重ねあわされることが線形安定論の基本的
な考え方である．そして，重ねあわされる撹乱が減衰する場合が「安定」と呼ばれ，増幅する場合
が「不安定」であり不安定撹乱を見つけることが（Mack 1984[6]）圧縮性境界層において広範にな
された．その中で，非圧縮性境界層では存在しない不安定撹乱が Mack モードと呼ばれる高マッ
ハ数における音響的モードである．Mackモードは一次モードとともに低乱れ環境下における極超
音速流れでは，乱流遷移を引き起こす撹乱として線形安定性理論の主要な成果である．一方，一次
モードやMackモードのように指数関数的に成長する線形機構以外に，近年明らかにされつつある
のが過渡成長線形機構である．基礎方程式の枠組みは線形方程式であるが，撹乱モードが線形理論
で減衰するモードであっても撹乱モードの非直交性により撹乱が過渡的に成長する機構があること
が発見され Transient－ Growthと呼ばれ広く認識されるようになった．その線形機構は Lift-Up
機構や代数的線形機構とも呼ばれ，境界層ではせん断が存在することで撹乱モードの速度変動と
カップリングして過渡的に成長して縦渦を形成するものである [7]．
72.4 線形不安定性に関するこれまでの実験的研究
圧縮性流れにおける初期の実験的研究は Dryden（1955）[8] によって行われ，低超音速マッハ
数流れにおいて，層流―乱流遷移点がマッハ数及び壁面における熱輸送の大きさによって移動す
ることが示された．風洞実験においては主流乱れが存在し，その後の計測データ間のバラツキや
理論結果との不一致は風洞環境ノイズの影響であるとされてきた（Laufer 1954[9], 　 Morkovin
1957[10], 1959[11]）．線形不安定なモードの正確な計測が困難であることも，超音速や極超音速流
境界層における層流―乱流遷移機構の理解の進展が非常にゆっくりであったことの原因である．そ
の中で，Kendall（1967）[12]が行ったマッハ数 4.5の実験は，風洞内に音響撹乱が存在せず主流
乱れが 0.05％の低乱風洞においてMackが線形理論計算で示した増幅率や位相速度とよく一致す
る結果を与えた．その後，多くの実験的研究（Legia, Maslov 1979 [13], Demetriades 1989 [14],
Kosinov 1994 [15] , Schneider 2001[16], Brown 2002[17]) が行われ，圧縮性流れにおける線形不
安定なモードについて明らかにされた．ただし，線形理論で示された過渡成長撹乱については全く
解明されていないのが現状である．
2.5 研究の目的
先述したように，静粛な高高度を飛行する航空機周りの流れのように，外部撹乱が非常に小さい
流れの遷移過程解明を目指すにあたっては，線形安定性理論によって予測される過渡成長撹乱を撹
乱として導入しその非線形的発達を観察することによって遷移機構を得る必要がある．
さらに，宇宙輸送機を対象とした乱流遷移の研究を行うにあたって，現在の技術では実験的アプ
ローチが非常に困難であることが課題となっている．
たとえば，火星探査を目的とする小型宇宙輸送機を考える．ロケットの打ち上げ能力を考慮する
と，再使用型宇宙輸送機の機体サイズは制限される．また火星の大気は希薄であり，大気密度は地
球と比較するとおよそ 1=100 である．そのため，地球大気中を飛行する場合と比較すると，揚力
を発生させるためには飛行速度を上昇させて動圧を稼ぐ必要がある．更に，火星大気の音速は地球
の約 2=3である．そのため宇宙輸送機の機体周りの流れは，地球上と比較すると，Reynolds数が
1=10倍，Mach数が 9倍の低 Reynolds数，高Mach数流れとなる．
このような条件の流れは地球上にはほぼ存在しない条件である．また，一般に高 Reynolds数流
れでは航空機の翼型特性は Reynolds数に大きく依存しないことが知られているが，Reynolds数
のオーダーが 105 より小さい場合翼型の特性は急激に変化する．
以上のことから，低 Reynolds数の超音速流れは実験的研究を実施することが困難であり，現存
する航空機のデータベースを利用することもできない [18]．また，これまで行われてきた CFDの
研究は亜音速から遷音速で飛行する民間機が研究対象とされてきており，Reynolds数が 107 程度
の流れにおいては計算の信頼性が多く検証されてきたが，Reynolds数が 105 以下の流れに関する
研究はほとんど行われていない [19]．
そのため小型宇宙輸送機の設計・開発過程においては CFD (Computational Fluid Dynamics，
数値流体力学) の知見を活用することが不可欠である．
そこで本研究では超音速圧縮性境界層の乱流遷移を対象とし，圧縮性境界層流れが持つ不安定
性，およびその結果から得られる不安定波の非線形発達に伴う遷移機構を明らかにするため，低
8Reynolds数・高Mach数条件において流れの非線形的崩壊を誘起する固有の撹乱モードや周波数，
波数を線形安定性解析によって予測する．モード解析によって得られた TS波，斜行波およびラン
ダム撹乱を流入させた流れ場を数値計算によって再現し，撹乱の違いによる遷移機構や流れの振る
舞いの差異を，高解像度空間発展 DNSによって明らかにすることを本研究の目的とする．
9第 3章 計算方法
3.1 支配方程式
本研究では支配方程式に圧縮性流体の質量保存方程式（連続の式），運動量保存方程式（Navier-
Stokes方程式）およびエネルギー方程式を用いた．
三次元直交座標系において無次元化した支配方程式は以下のように表される．
@(½)
@t
+
@(½u)
@x
+
@(½v)
@y
+
@(½w)
@z
= 0 (3.1)
@(½u)
@t
+
@(½uu)
@x
+
@(½uv)
@y
+
@(½uw)
@z
+
@p
@x
=
@¿xx
@x
+
@¿xy
@y
+
@¿xz
@z
(3.2)
@(½v)
@t
+
@(½vu)
@x
+
@(½vv)
@y
+
@(½vw)
@z
+
@p
@y
=
@¿yx
@x
+
@¿yy
@y
+
@¿yz
@z
(3.3)
@(½w)
@t
+
@(½wu)
@x
+
@(½wv)
@y
+
@(½ww)
@z
+
@p
@z
=
@¿zx
@x
+
@¿zy
@y
+
@¿zz
@z
(3.4)
@Et
@t
+
@(Et + p)u
@x
+
@(Et + p)v
@y
+
@(Et + p)w
@z
=
@
@x
(u¿xx + v¿xy + w¿xz) +
@
@y
(u¿yx + v¿yy + w¿yz)
+
@
@z
(u¿zx + v¿zy + w¿zz)¡
µ
@qx
@x
+
@qy
@y
+
@qz
@z
¶
(3.5)
支配方程式は境界層外部流の物理量を用いて以下のように無次元化されている．各記号の右上添
字 ¤は有次元の物理量であることを意味する．
t =
t¤
(±¤in)
¤
=ue¤
; x =
x¤
(±¤in)
¤ ; y =
y¤
(±¤in)
¤ ; z =
z¤
(±¤in)
¤
u =
u¤
u¤e
; v =
v¤
u¤e
; w =
w¤
u¤e
;
¹ =
¹¤
¹¤e
; º =
º¤
º¤e
; p =
p¤
½¤eu¤e
; T =
T ¤
T ¤e
(3.6)
式 (3.1) » 式 (3.5)は流束ベクトルを用いて表すと以下のようになる．
@A
@t
+
@B
@x
+
@C
@y
+
@D
@z
=
1
Re
µ
@E
@x
+
@F
@y
+
@G
@z
¶
(3.7)
A =
266664
½
½u
½v
½w
Et
377775 ; B =
266664
½u
½uu+ p
½vu
½wu
(Et + p)u
377775 ; C =
266664
½v
½uv
½vv + p
½wv
(Et + p)v
377775 ; D =
266664
½w
½uw
½vw
½ww
(Et + p)w
377775 (3.8)
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E=
266664
0
¿xx
¿xy
¿xz
E5
377775 ;F=
266664
0
¿yx
¿yy
¿yz
F5
377775 ;G=
266664
0
¿zx
¿zy
¿zz
G5
377775 ;
E5 = (¿xxu+¿yxv+¿zxw)¡qx
F5 = (¿xyu+¿yyv+¿zyw)¡qy
G5 = (¿xzu+¿yzv+¿zzw)¡qz
(3.9)
2664
¿xx ¿xy ¿xz
¿xx ¿xy ¿xz
¿xx ¿xy ¿xz
3775 = ¹
266664
2
@u
@x
¡2
3

@u
@x
+
@v
@y
+
@w
@z

@u
@y
+
@v
@x
@u
@z
+
@w
@x
@v
@x
+
@u
@y
2
@v
@y
¡2
3

@u
@x
+
@v
@y
+
@w
@z

@v
@z
+
@w
@y
@w
@x
+
@u
@z
@w
@y
+
@v
@z
2
@w
@z
¡2
3

@u
@x
+
@v
@y
+
@w
@z

377775
(3.10)
式 (3.7)の第 1成分は質量保存方程式，第 2 » 第 4成分は Navier-Stokes方程式，第 5成分は
エネルギー方程式に対応している．ここで，tは時間，x, y z は空間座標，u, v, w は x, y, z 方向
速度，½は密度，¹は粘性係数，¿ は粘性応力テンソル，pは圧力，Et は全エネルギー，T は温度
である．Reynolds数 Reと代表Mach数Maは，流入境界における境界層排除厚さ ±¤in，境界層外
部流の速度 ue，動粘性係数 ºe および音速 ce を用いて以下のように定めた．
Re =
ue±
¤
in
ºe
; Ma =
ue
ce
(3.11)
添字 eは境界層外部流を表す．作動流体は空気を想定し，比熱比 °(= Cp=Cv)と Prandtl数 Pr
は一定として ° = 1:4，Pr = 0:71とした．
流れの全エネルギー Et は運動エネルギーと内部エネルギーの和であり，次式のように定義さ
れる．
Et =
1
2
½
¡
u2 + v2 + w2
¢
+
p
° ¡ 1 (3.12)
また粘性係数 ¹を与える式として，Sutherlandの法則を用いた．Sutherlandの法則は次式で表
される．
¹ = ¹0
µ
T0 + T1
T + T1
¶µ
T
T0
¶ 3
2
(3.13)
¹0 は温度 T0 での粘度であり，T1 は気体の種類によって決まる参照温度である．空気の場合
T1 = 117[K]である．
本研究では熱的完全ガスを想定しており，理想気体の状態方程式は次式で定義されている．
T =
°Ma2p
½
=
p
½R
(3.14)
音速 cは比熱比 ° を用いて次のように表される．
c =
r
°p
½
(3.15)
Prandtl数 Prと定圧比熱 Cp が一定であるとすると熱流束ベクトル qi は次式で表される．
qx = ¡¸@T
@x
; qy = ¡¸@T
@y
; qz = ¡¸@T
@z
(3.16)
¸ = ¹
Cp
PrRe
=
¹
(° ¡ 1)PrMa2Re
µ.
.
.
Cp =
1
(° ¡ 1)Ma2
¶
(3.17)
¸は熱伝導率，T は温度である．
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3.2 空間微分項の離散化手法
本研究ではモデル化を行わずに支配方程式を解く DNSを用いている．境界層の直接計算では遷
移過程に不安定波および渦構造などが大きく関わっているため，これらを数値粘性によって散逸さ
せないことが重要である．よって，渦構造を解像できる高精度の差分スキームが必要となる．そこ
で，本研究では空間微分項の離散化において，粘性項には Lele (1992)による 6次精度の Central
Compact Scheme(CCS)[20]，移流項には CCSを基にした Deng, Maekawa & Shen (1996)によ
る 5次精度の Dissipative Compact Scheme(DCS) [21]と Lax-Friedrich流束分割 [22]を用いた．
CCSの打ち切り誤差の主要項は奇数階微分項であり，分散誤差として作用する．これを圧縮性
流れのような物理量の不連続性が存在する問題に適用すると，高周波の数値振動を発生し計算精
度が低下する．Navier-Stokes方程式の粘性項は散逸作用をもたらす項であるためこの影響は小さ
いが，移流項ではこの影響が大きくなる．DCSは打ち切り誤差の主要項が散逸誤差として作用し，
数値振動の原因となる高周波成分の分散誤差を効果的に散逸させることができる．
本節では，本研究で用いた空間差分スキームについて解説する．なお，高解像度性と計算安定性
を両立するための計算スキームの具体的な適用手法に関しては若松の先行研究 [23]を参考に検討
を行った．
3.2.1 中心コンパクトスキーム (Central Compact Scheme)
Central Compact Scheme(以下，CCSとする)は中心差分法の一種で，比較的小さなグリッド
ステンシルで高精度な解を得ることができるスキームである．このスキームには陰的解法が必要に
なるが，陽的な差分と比較すると高い波数解像度を持つ．以下では，6次精度 CCSについて記述
する．
一階微分の CCSは一般的に次のように記述される．
¯Cf
0
i¡2+®Cf
0
i¡1 + f
0
i + ®Cf
0
i+1 + ¯Cf
0
i+2
= aC
fi+1 ¡ fi¡1
2h
+ bC
fi+2 ¡ fi¡2
4h
+ cC
fi+3 ¡ fi¡3
6h
(3.18)
i(1 · i · N)は格子番号，fi は関数値，f 0i は fi の微分値，hは格子点間の幅である．定数係数
の ®C，¯C，aC，bC，cC を変えることで，任意の精度を得ることができる．本研究では 6次精度
の CCSで離散化を行った．6次精度 CCSの場合，式（3.18）の各係数は以下のようになる．
®C =
1
3
; ¯C = 0; aC =
14
9
; bC =
1
9
; cC = 0 (3.19)
周期境界条件を課さない場合，計算領域の境界点 (i = 1; N)と境界内隣点 (i = 2; N ¡ 1)では 6
次精度 CCSを用いるための参照点が存在しないため，他のスキームを使用する必要がある．本研
究では境界内隣点において，4次精度の CCSを使用した．4次精度 CCSの各係数は以下のように
なる．
®C =
1
4
; ¯C = 0; aC =
3
2
; bC = 0; cC = 0 (3.20)
また，境界点においては次式で表される 4次精度片側コンパクトスキーム (Boundary Compact
12
Scheme，以下 BCS)を用いた．
f 01 + ®Bf
0
2 =
aBf1 + bBf2 + cBf3 + dBf4
h
(3.21)
f 0N + ®Bf
0
N¡1 = ¡
aBfN + bBfN¡1 + cBfN¡2 + dBfN¡3
h
(3.22)
®B = 3; aB = ¡176 ; bB =
3
2
; cB =
3
2
; dB = ¡16 (3.23)
よって式 (3.18) » 式 (3.23)より，CCSを用いて一階の空間微分を行う場合，以下のような代数
方程式を解く問題に帰着される．
Af 0 = Bf (3.24)
A =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1 3 0
1
4
1
1
4
0
0
1
3
1
1
3
. . .
0
1
3
1
. . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . 1
1
3
0
. . . 1
3
1
1
3
0
0
1
4
1
1
4
0 3 1
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(3.25)
B =
1
h
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
¡17
6
2
3
2
3
¡1
6
3
2
¢ 1
2
0
3
2
¢ 1
2
14
9
¢ 1
4
1
9
¢ 1
2
0
1
9
¢ 1
2
14
9
¢ 1
4
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
14
9
¢ 1
4
1
9
¢ 1
2
0
1
9
¢ 1
2
14
9
¢ 1
4
3
2
¢ 1
2
0
3
2
¢ 1
2
1
6
¡2
3
¡2
3
17
6
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(3.26)
このような多元連立一次方程式を数値的に解く場合，Gaussの消去法や LU分解などの計算法が
用いられる．本研究では LU分解を用いて計算を行った．
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3.2.2 散逸コンパクトスキーム (Dissipative compact Scheme)
物理量が急激な速度勾配を持つ場合，CCS では分散誤差が生じる．そこで，CCS に数値粘
性を与える項を付与し，特性速度の正負で重み付けを行うスキームが散逸コンパクトスキーム
(Dissipative compact Scheme，以下 DCSとする)である．一階微分の DCSは一般的に次式で表
される．
¯C(1¡ ®D¾)f 0i¡2 + ®C(1¡ ®D¾)f 0i¡1 + f 0i + ®C(1 + ®D¾)f 0i+1 + ¯C(1 + ®D¾)f 0i+2
= aC
fi+1 ¡ fi¡1
2h
+ bC
fi+2 ¡ fi¡2
4h
+ cC
fi+3 ¡ fi¡3
6h
+¾
½
aDh
fi+1 ¡ 2fi + fi¡1
h2
+ bDh
fi+2 ¡ 2fi + fi¡2
(2h)2
+ cDh
fi+3 ¡ 2fi + fi¡3
(3h)2
¾(3.27)
®C, ¯C , aC , bC , cC は一階微分の CCSの精度を決定するパラメータであり，®D, ¯D, aD, bD, cD
は DCSの精度を決定するパラメータである．また，¾ は散逸誤差と分散誤差を変化させる定数で
あり，特性速度が正のときは ¾ に負の値を，特性速度が負のときは ¾ に正の値を使用する．本研
究では ¾ = §0:25とした．
CCSのパラメータは DCSの精度を n次とすると，(n+ 1)次のものを使用する．これは対応す
る CCS と同じ波数解像性 Spectral Resolution にするためである．5 次精度 DCS の場合，CCS
のパラメータは 6次精度のものを使用するため，式 (3.19)の値となる．また，5次精度 DCSのパ
ラメータは以下のようになる．
®D = 1; ¯D = 0; aD =
4
9
; bD =
2
9
; cD = 0 (3.28)
境界内隣点 (i = 2; N ¡ 1)においては 3次精度 DCSを使用した．3次精度 DCSの場合，CCS
のパラメータは 4次精度のものを使用するため，式 (3.20)の値となる．また，3次精度 DCSのパ
ラメータは以下のようになる．
®D = 1; ¯D = 0; aD =
1
2
; bD = 0; cD = 0 (3.29)
また，境界点 (i = 1; N)においては 3次精度片側 DCSを使用した．3次精度片側 DCSは一般
的に次式で表される．
f 01 + ®B®f
0
2 =
aB®f1 + bB®f2 + cB®f3 + dB®f4
h
(3.30)
f 0N + ®B¯f
0
N¡1 = ¡
aB¯fN + bB¯fN¡1 + cB¯fN¡2 + dB¯fN¡3
h
(3.31)
®B® , ¯B® , aB® , bB® , cB® , ®B¯ , ¯B¯ , aB¯ , bB¯ , cB¯ は定数係数である．3次精度片側 DCSでは
流束の特性速度の正負によって係数が変化し，以下のようになる．
®B® = 3; aB® = ¡
17
6
; bB® =
3
2
; cB® =
3
2
; dB® = ¡
1
6
®B¯ = 5; aB¯ = ¡
21
6
; bB¯ =
1
2
; cB¯ =
7
2
; dB¯ = ¡
1
2
(特性速度が正の場合)
®B® = 5; aB® = ¡
21
6
; bB® =
1
2
; cB® =
7
2
; dB® = ¡
1
2
®B¯ = 3; aB¯ = ¡
17
6
; bB¯ =
3
2
; cB¯ =
3
2
; dB¯ = ¡
1
6
(特性速度が負の場合)
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DCSも CCSと同様に，代数方程式を解くことで微分値が得られる．
3.2.3 Lax-Friedrich 流束分割
DCSは特性速度の正負によって重み付けを行うスキームであったが，各格子点において特性速
度を調べ，各時間ステップごとに行列を構成すると計算コストが大きくなってしまう．そこで移流
項に流束ベクトル分割を用いることで，一意に重み付けを行う．まず，式 (3.7)の粘性項を便宜的
に無視して表すと以下のようになる．
@A
@t
+
@B
@x
+
@C
@y
+
@D
@z
= 0 (3.32)
A =
266664
½
½u
½v
½w
Et
377775 ;B =
266664
½u
½uu+ p
½vu
½wu
(Et + p)u
377775 ;C =
266664
½v
½uv
½vv + p
½wv
(Et + p) v
377775 ;D =
266664
½w
½uw
½vw
½ww + p
(Et + p) v
377775 (3.33)
移流項の流束ベクトルB, C, Dを正の特性速度を持つB+, C+, D+ および，負の特性速度を
持つB¡, C¡, D¡ に流束を分割すると，式 (3.32)は以下のようになる．
@A
@t
+
µ
@B+
@x
+
@B¡
@x
¶
+
µ
@C+
@y
+
@C¡
@y
¶
+
µ
@D+
@z
+
@D¡
@z
¶
= 0 (3.34)
B+ =
1
2
(B + ³A) ;B¡ =
1
2
(B ¡ ³A) (3.35)
C+ =
1
2
(C + ³A) ;C¡ =
1
2
(C ¡ ³A) (3.36)
D+ =
1
2
(D + ³A) ;D¡ =
1
2
(D ¡ ³A) (3.37)
³ は数値散逸の大きさを制御するパラメータであり，³ が大きいほど散逸効果が高まる．³ はす
べての格子点における流束ヤコビアンの固有値の中での最大値であり，厳密に値を決定するために
はステップ毎に全格子点で固有値を求める必要があるため，計算コストが増大する．しかし，主流
が超音速である場合固有値の最大値は概ね主流速度付近であるため，本研究では ³ = 1:005に固定
し計算を行った．
B+, C+, D+ には，式 (3.27)の ¾を負の値にして計算を行い，B¡, C¡, D¡ には，式 (3.27)
の ¾ を正の値にして計算を行った．
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3.3 時間進行法
非定常現象を取り扱うためには高精度な時間進行法を用いる必要がある．本研究では時間進行法
に Classical 4th order Runge-Kutta Method を用いた．¢t秒後の解を得るために，修正値を用
い 4段階に分けて計算を行う．次のような方程式を解くことを考える．
@f
@t
= g(t; f) (3.38)
Classical 4th order Runge-Kutta Methodの計算手順は以下のようになる．
K1 = f(tn; Qn) (3.39)
K2 = f(tn +
¢t
2
; Qn +
¢t
2
K1) (3.40)
K3 = f(tn +
¢t
2
; Qn +
¢t
2
K2) (3.41)
K4 = f(tn +¢t;Qn +¢tK3) (3.42)
fn+1 = fn +
¢t
6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4) (3.43)
K1，K2，K3，K4 は修正値であり，関数 f の値を修正し，中間の値であるK2，K3 に重み付けを
行った上で平均化し値を更新する．
例として，次式で表される一次元移流方程式の第 nステップから第 n+1ステップへの時間進行
を考える．
@u
@t
= ¡@u
@x
(3.44)
Classical 4th order Runge-Kutta Method による時間進行は以下の４段階で構成される．
un+1=4 = un ¡ @u
n
@t
¢¢t (3.45)
un+2=4 = un ¡ @u
n+1=4
@t
¢ ¢t
2
(3.46)
un+3=4 = un ¡ @u
n+2=4
@t
¢ ¢t
2
(3.47)
un+1 = un ¡
µ
@un
@t
+ 2
@un+1=4
@t
+ 2
@un+2=4
@t
+
@un+3=4
@t
¶
¢ ¢t
6
(3.48)
速度 uの上添字はステップ数（分数は中間ステップ数）を表している．また，¢tは時間刻みであ
り，本研究では ¢t = 0:01とした．
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3.4 格子伸長
壁面から境界層外縁に至る領域付近の様子を詳細に解像するため，壁面付近に格子が集まるよう
に y 座標に対して格子伸長を行った．
本研究では次式で表される関数によって格子伸長を行った．
yGS = CGS2
£
tanh
¡
CGS1y ¡ CGS1Ly
¢¡ tanh ¡¡CGS1Ly¢¤ (3.49)
y は等間隔格子における座標値，yGS は不等間隔格子における座標値，Ly は y 方向の計算領域長
さである．また，CGS1，CGS2 は伸長の様子を決定するパラメータで，本研究では CGS1 = 0:05，
CGS2 = 23:617とした．以下に格子間隔の変化を示す．縦軸は格子間隔 ¢y，横軸は格子点番号 j
である．
Fig3.1 Changes in grid spacing ±y
また，格子伸長を行ったことにより，y 方向の空間微分を以下のように補正した．
@f
@yGS
=
@f
@y
@y
@yGS
=
@f
@y
Á
@yGS
@y
µ
* @y
@yGS
= 1
Á
@yGS
@y
¶
(3.50)
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3.5 境界条件
数値シミュレーションにおいて，現実の物理空間に対し計算機が持つメモリ空間は有限である
ため，計算領域を打ち切る必要があるが，これにより現実には存在しない境界が生じ適切な境界
条件の設定が必要になる．微小撹乱に敏感に反応する流れの計算．特に圧縮性流れの計算では音
波や渦が境界を通過する際の非物理的な反射波が計算の信頼性を著しく低下させる原因となるた
め可能な限り抑える必要がある [24]．このような反射波を抑制するために，本研究では，シミュ
レーションの境界条件として Poinsot & Lele (1992)による，特性波解析に基づく Navier-Stokes
Characteristic Boundary Condition(NSCBC) [25]を適用した．
3.5.1 Navier-Stokes Characteristic Boundary Condition(NSCBC)
Fig3.2 Waves leaving and entering the computational domain through an inlet plane
and an outlet plane for a subsonic °ow.
NSCBC は Poinsot-Leleにより提案された境界条件である．この境界条件は支配方程式から特
性波に関する方程式を導き，計算領域外部からの特性波の流入を内部領域の特性波から推測し境界
での物理量を決定することで，境界での反射波を大幅に抑制することができる手法である．Fig.3.2
のように境界面で一次元近似を仮定し，特性波の流出入を境界と垂直なもののみに絞りこむことで
反射波を抑制する・．x方向の境界を考える．境界において式 (3.7)，(3.8)，(3.9)を次のように修
正する．
@A
@t
+
@BNSCBC
@x
+
@C
@y
+
@D
@z
=
@E
@x
+
@F
@y
+
@G
@z
(3.51)
BNSCBC =
2666664
dx1
udx1 + ½dx3
vdx1 + ½dx4
wdx1 + ½dx5
1
2
¡
u2 + v2 + w2
¢
dx1 +
dx2
° ¡ 1 + ½udx3 + ½vdx4 + ½wdx5
3777775 (3.52)
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dx1 » dx5 は特性波解析から得られ，次のように表される．
266664
dx1
dx2
dx3
dx4
dx5
377775 =
2666666664
1
c2
fLx2 + 12(Lx5 + Lx1)g
1
2
(Lx5 + Lx1)
1
2½c
(Lx5 ¡ Lx1)
Lx3
Lx4
3777777775
=
2666666666664
@½u
@x
@(c2½u)
@x
+ (° ¡ 1)¹@p
@x
u
@u
@x
+
1
½
@p
@x
u
@v
@x
u
@w
@x
3777777777775
(3.53)
Lx1 » Lx5 はそれぞれ特性速度 ¸x1 » ¸x5 を持つ特性波の振幅である．特性速度 ¸x1 » ¸x5 は
次式で与えられる．
¸x1 = u¡ c
¸x2 = ¸x3 = ¸x4 = u (3.54)
¸x5 = u+ c
特性波の振幅 Lx1 » Lx5 は次式で与えられる．
266664
Lx1
Lx2
Lx3
Lx4
Lx5
377775 =
26666666666666664
¸x1
µ
@p
@x
¡ ½c@u
@x
¶
¸x2
µ
c2
@½
@x
¡ @p
@x
¶
¸x3
@v
@x
¸x4
@w
@x
¸x5
µ
@p
@x
+ ½c
@u
@x
¶
37777777777777775
(3.55)
特性の速度の符号を考えると，uが音速以上か否かによって特性波の流入，流出の状態が変化す
る．流入境界では u ¸ cならばすべての特性速度が正であるから特性波の流出がないが，u < cな
らば特性速度が負のものが 1つ存在するため特性波が 1つ流出する．流出境界では，u ¸ cならば
すべての特性速度が正であるから特性波の流入がないが，u < cならばならば特性速度が負のもの
が 1つ存在するため特性波が 1つ流入する．よって，uが超音速であれば流れを遡る特性波を考慮
する必要がないため，NSCBCを用いる必要はないが，本研究では x方向の流れにおいて超音速に
達することはないため，x方向境界全面に NSCBCを適用する．
同様に，y 方向の境界を考える．境界において式 (3.7)，(3.8)，(3.9)を次のように修正する．
@A
@t
+
@B
@x
+
@CNSCBC
@y
+
@D
@z
=
@E
@x
+
@F
@y
+
@G
@z
(3.56)
CNSCBC =
2666664
dy1
udy1 + ½dy3
vdy1 + ½dy4
wdy1 + ½dy5
1
2
¡
u2 + v2
¢
dy1 +
dy2
° ¡ 1 + ½vdy3 + ½wdy4 + ½udy5
3777775 (3.57)
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dy1 » dy5 は特性波解析から得られ，次のように表される．
266664
dy1
dy2
dy3
dy4
dy5
377775 =
2666666664
1
c2
fLy2 + 12(Ly5 + Ly1)g
1
2
(Ly5 + Ly1)
1
2½c
(Ly5 ¡ Ly1)
Ly3
Ly4
3777777775
=
266666666666664
@½v
@y
@(c2½v)
@y
+ (1¡ °)¹@p
@y
u
@v
@y
+
1
½
@p
@y
v
@u
@y
v
@w
@y
377777777777775
(3.58)
Ly1 » Ly5 はそれぞれ特性速度 ¸y1 » ¸y5 を持つ特性波の振幅である．特性速度 ¸y1 » ¸y5 は
次式で与えられる．
¸y1 = v ¡ c
¸y2 = ¸y3 = ¸y4 = v (3.59)
¸y5 = v + c
特性波の振幅 Ly1 » Ly5 は次式で与えられる．
266664
Ly1
Ly2
Ly3
Ly4
Ly5
377775 =
26666666666664
¸y1
µ
@p
@y
¡ ½c@v
@y
¶
¸y2
µ
c2
@½
@y
¡ @p
@y
¶
¸y3
@u
@y
¸y4
@w
@y
¸y5
µ
@p
@y
+ ½c
@v
@y
¶
37777777777775
(3.60)
x方向と同様に，v が音速以上か否かによって特性波の流入，流出の状態が変化する．流入境界
では v ¸ cならばすべての特性速度が正であるから特性波の流出がないが，v < cならば特性速度
が負のものが 1つ存在するため特性波が 1つ流出する．流出境界では，v ¸ cならばすべての特性
速度が正であるから特性波の流入がないが，v < cならばならば特性速度が負のものが 1つ存在す
るため特性波が 1つ流入する．よって，v が超音速であれば流れを遡る特性波を考慮する必要がな
いため，NSCBCを用いる必要はないが，本研究では y 方向の流れにおいても vが超音速に達する
ことはないため，y 方向境界全面に NSCBCを適用する．
以上の計算により境界上で計算領域から流出する特性波の大きさを求めることができるが，計算
領域外から流入する特性波の振幅を支配方程式から計算することはできない．そのため NSCBC
では Local One-Dimensional Inviscid(以下，LODI とする) を用いる．LODI とは，境界付近で
一次元非粘性流体を仮定して物理量と特性波の振幅の関係を記述し，対流項と粘性項を無視するこ
とで，特性波の振幅変動を推測する方法である．これにより，内部領域の特性波から外部領域の特
性波を推測する．
@½
@t
+
1
c2
·
Lx2 +
1
2
(Lx5 + Lx1)
¸
= 0 (3.61)
@p
@t
+
1
2
(Lx5 + Lx1) = 0 (3.62)
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@u
@t
+
1
2½c
(Lx5 ¡ Lx1) = 0 (3.63)
@v
@t
+ Lx3 = 0 (3.64)
@v
@t
+ Lx4 = 0 (3.65)
@T
@t
+
T
½c2
·
¡Lx2 + 12 (° ¡ 1) (Lx4 + Lx1)
¸
= 0 (3.66)
@½
@t
+
1
c2
·
Ly2 +
1
2
(Ly5 + Ly1)
¸
= 0 (3.67)
@p
@t
+
1
2
(Ly5 + Ly1) = 0 (3.68)
@u
@t
+ Ly3 = 0 (3.69)
@v
@t
+
1
2½c
(Ly5 ¡ Ly1) = 0 (3.70)
@u
@t
+ Ly4 = 0 (3.71)
@T
@t
+
T
½c2
·
¡Ly2 + 12 (° ¡ 1) (Ly5 + Ly1)
¸
= 0 (3.72)
3.5.2 流入境界条件
NSCBCを流入境界に適用する．以下のように初期値を与える．
u(0; y; z; t) = u(0; y; z; t) (3.73)
v(0; y; z; t) = v(0; y; z; t) (3.74)
w(0; y; z; t) = w(0; y; z; t) (3.75)
T (0; y; z; t) = T (0; y; z; t) (3.76)
速度および温度に定常値を与えているため，NSCBCによって修正された式 (3.51)の第 2 » 5行
成分，すなわちNavier-Stokes方程式とエネルギー方程式は計算に不要である．また，LODI(Local
One-Dimensional Inviscid)の関係式 (3.63)，(3.66)から次式が示される．
Lx5 = Lx1 ¡ 2½c@uin
@t
(3.77)
このとき入口温度 T を固定することで同様に LODIの関係から次式を得る．
Lx2 =
1
2
(° ¡ 1) (L5 + L1) + ½c
2
Tin
@Tin
@t
(3.78)
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よって，x = 0の流入境界上では以下のように定まる．
Lx5 = Lx1 ¡ 2½c@uin
@t
(3.79)
Lx2 =
1
2
(° ¡ 1) (Lx5 + Lx1) + ½c
2
Tin
@Tin
@t
(3.80)
これらを考慮して式 (3.51) の第 1 行成分を計算することで密度の時間変化を求めることがで
きる．
3.5.3 流出境界条件
NSCBCを流出境界に適用する．流出境界では密度，速度，温度に制約がないため式 (3.51)のす
べての成分を用いる必要がある．反射波の振幅 Lx1 を Thompsonに従い以下のように設定して完
全無反射境界条件とし，計算領域外からの波を除外した．
Lx1 = 0 (3.81)
Lx2 » Lx4 は計算領域内部から計算することができるため，これらを考慮して式 (3.51)を計算
すると各成分の時間変化を求めることができる．
・x = Lx
Lx2 = ¸x2
µ
c2
@½
@x
¡ @p
@x
¶
(3.82)
Lx3 = ¸x3
@v
@x
(3.83)
Lx4 = 0 (3.84)
Lx5 = ¸x5
µ
@p
@x
+ ½c
@u
@x
¶
(3.85)
・y = Ly
Ly2 = ¸y2
µ
c2
@½
@y
¡ @p
@y
¶
(3.86)
Ly3 = ¸y3
@u
@y
(3.87)
Ly4 = 0 (3.88)
Ly5 = ¸y5
µ
@p
@y
+ ½c
@v
@y
¶
(3.89)
3.5.4 滑りなし断熱壁面条件
NSCBCを x方向境界に適用する．本研究では x方向境界において滑りなし断熱壁面条件とし
た．壁面において滑りなし（流速が 0）なので速度 u，vは 0であり変化がない．よって，式 (3.56)
の第 2，第 3行成分は不要である．壁面では
u = 0 (3.90)
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であるから，式 (3.60)より特性波の振幅 Ly2，Ly3 は以下のようになる．
Ly2 = Ly3 = Ly4 = 0 (3.91)
計算領域内部から Ly4 を計算し，LODIの関係式 (3.69)を用いると，反射波の振幅 Ly1，Ly5 は
以下のように定まる．
Ly1 = Ly5 = ¸y1
µ
@p
@y
¡ ½c@v
@y
¶
(3.92)
これらを考慮して式 (3.56)の第 1，第 5行成分を計算すると各成分の時間変化を求めることがで
きる．
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第 4章 計算条件
4.1 計算領域および計算格子
計算領域は，図 4.1に示すように，平板前縁からではなく流入境界で境界層が有限な厚さを持つ
ようにとった．これは計算資源を有効活用するためである．流入境界において，平板前縁からの距
離 xl に基づく Reynolds数 Rex (= uexl=ºe)は 3:38£ 105 である．
Fig4.1 Computational domain
座標系は主流方向を x，主流（壁）垂直方向を y，スパン方向を z とし，その領域長さ Lx; Ly; Lz
は流入境界における排除厚さ ±¤in を代表厚さとして Lx = 300±¤in，Ly = 30±¤in，Lz = 4¼=¯±¤in とし
た．x; y; z 方向の格子点数Nx; Ny; Nz は，Nx = 251，Ny = 101，Nz = 41で，y方向に格子伸長
を行っている．x; y; z 方向の格子幅¢x;¢y;¢z は，¢x = 0:5±¤in，¢y = 0:5±¤in，¢z = 0:1¼=¯±¤in
である．
4.2 流入モデル
境界層の遷移流れを解析するにあたり，層流境界層に撹乱が侵入する様子を数理的に表す必要が
ある．本研究では，圧縮性層流境界層を乱流に導く撹乱として，線形安定解析による斜行波，ラン
ダム撹乱を用いた．それぞれの撹乱は速度変動 u^; v^; w^ とし，流入境界で層流速度分布に重ね合わ
せて流入させた．
4.2.1 層流境界層分布
流れ場の基礎となる層流境界層の速度分布，温度分布および密度分布は平板に沿う二次元圧縮性
境界層方程式を数値的に解き求めた．
二次元圧縮性境界層方程式は以下の通りである．
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@(½u)
@x
+
@(½v)
@y
= 0 (4.1)
½
µ
u
@u
@x
+ v
@v
@y
¶
= ¡@p
@x
+
@
@y
µ
¹
@u
@y
¶
(4.2)
@p
@y
= 0 (4.3)
½Cp
µ
u
@T
@x
+ v
@T
@y
¶
= u
@p
@x
+
@
@y
+
µ
·
@T
@y
¶
¹
µ
@u
@y
¶2
(4.4)
なお，式 (4.1)から式 (4.4)は無次元化されておらず，ここで現れる物理量はすべて有次元であ
る．この方程式を解くにあたり，以下の式で表される無次元座標を用いて，独立変数を x; y から ´
へ変換する．
´ =
r
Rex
2
Z y
0
½
½e
dy
x
(4.5)
この相似変換により，式 (4.1) » (4.4)は以下の常微分方程式へ帰着される．
d
d´
µ
C
d2f
d´2
¶
+ f
d2f
d´2
= 0 (4.6)
d
d´
µ
C
dg
d´
¶
+ Prf
dg
d´
= ¡PrC(° ¡ 1)Ma2
µ
d2f
d´2
¶
(4.7)
ここで f 0; g0 は式 (4.5)で表される ´ の関数であり，速度と温度の関係は次式で表される．．
u
ue
=
df
d´
(4.8)
v
ve
=
½
½e
1p
2Rex
µ
´
df
d´
¡ f
¶
(4.9)
T
Te
= g (4.10)
C は Chapman関数であり，次式のように表される．
C(´) =
½u
½eue
(4.11)
粘性係数と温度の関係式はべき乗数を用いて以下のように近似した．
¹
¹e
=
µ
T
Te
¶ 2
3
(4.12)
式 (4.3) より，平板垂直方向（y 方向）の圧力勾配は 0なので，p = pe となる．よって状態方程
式より密度の関係式が得られる．
½
½e
=
p= (RT)
pe= (RTe)
=
Te
T
= g¡1 (4.13)
これより，式 (4.11) » 式 (4.13)を用いて式 (4.6)，(4.7)を整理すると以下の式が得られる．
f 000 +
1
2
ff 00 = 0 (4.14)
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g00 +
Pr
2
fg0 + Pr(° ¡ 1)Ma2(f 00)2 = 0 (4.15)
この常微分方程式 (4.14)，(4.15)を Runge-Kutta Methodなどを用いて数値的に解くには，初
期値（´ = 0における値）を与える必要がある．f; f 0; g0 の初期値は流れ場の境界条件から以下の
ように導くことができる．
f = f 0 = 0; g0 = 0 (4.16)
しかし，f 00 の初期値は境界条件から与えることができない．だが，境界値（´ = 1 における値）
は，以下のように与えることができる．
f 00 = 1 (4.17)
なお，g の初期値および境界値は以下のように与えることができる．
g = 1 at ´ =1 (4.18)
g = 1 at ´ = 0 (Isothermal wall) (4.19)
dg
d´
= 0 at ´ = 0 (Adiabatic wall) (4.20)
式 (4.14)，(4.15)は常微分方程式ではあるが，それぞれの式に非線形項が存在するため解析的に
解くことができない．そのため，本研究では Shooting Methodを用いて数値的に解を求めた．
Shooting Method
Shooting Method は，式 (4.14)，(4.15) に適当な初期値を与え，数値解が式 (4.16) » (4.20)
の境界値に収束するまで試行錯誤的に解を求める方法である．このような高階の微分方程式を
Runge-Kutta Methodで数値的に解く場合，以下の式を導入して一階微分の形に書き換える．
f0 = f (4.21)
f1 =
df
d´
(4.22)
f2 =
d2f
d´2
(4.23)
g0 = g (4.24)
g1 =
dg
d´
(4.25)
これより，式 (4.14)，(4.15)は以下のように表せる．
df2
d´
= ¡1
2
ff2 (4.26)
dg1
d´
= ¡Pr
2
f0g1 ¡ Pr(° ¡ 1)Ma2(f2)2 = 0 (4.27)
これらの一階微分方程式を連立して解くことで解を求める．Shooting Methodのアルゴリズムは
以下の通りである．
1. 微分方程式 (4.21) » (4.27) に初期値となる式 (4.16) と，等温壁の場合は式 (4.19) を，断
熱壁の場合は式 (4.20) を与える．初期値が不明なものに関しては仮の初期値を与える．
2. 4th order Runge-Kutta Methodを用いて式 (4.21) » (4.27) の数値解を計算する．
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3. 手順 2 で得られた数値解が式 (4.17)，(4.18) の境界値に収束しているか判定する．
4. 収束するまで手順 1 » 3 を続ける．
また，新たな初期値の設定は境界値との誤差率から Newton法を用いて設定した．
得られた初期値 u，v，T，½の分布を以下に示す．本研究ではMa = 0:5; 2:5の場合について計
算した．図 4.2は等温壁の場合，図 4.3は断熱壁の場合である．
(a) Pro¯le of velocity in x-direction (b) Pro¯le of velocity in y-direction
(c) Pro¯le of temperature (d) Pro¯le of density
Fig4.2 Initial Conditions in Isothermal wall
(a) Pro¯le of velocity in x-direction (b) Pro¯le of velocity in y-direction
(c) Pro¯le of temperature (d) Pro¯le of density
Fig4.3 Initial Conditions in Adiabatic wall
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4.2.2 線形安定性解析による流入撹乱の検討
本研究では，二次元平行流に対する三次元の線形化された圧縮性撹乱方程式を基に流入撹乱を求
めた．
支配方程式におけるすべての無次元量は，平均および変動成分 d = ¹d + ~dに分解される．ここ
で，d = [½; u; v; w; T ], ¹d =
£
¹½; ¹u; ¹v; ¹w; ¹T
¤
, ~d =
h
~½; ~u; ~v; ~w; ~T
i
, である．線形安定解析によって得
られる線形撹乱は平面波とし
~d(x; y; z) = d^(y) exp [i(®x+ ¯y ¡ !t)] (4.28)
と定義される．ここで ~d(y) =
h
~½; ~u; ~v; ~w; ~T
i
は複素ベクトルである．また ®，¯ はそれぞれ主流
方向（x）波数およびスパン方向（z）波数であり，! は角周波数である．本研究では，時間発展問
題を扱った．時間発展の安定解析では，! = !r + i!i は複素数（iは虚数単位）であり，®，¯ は実
数である．このとき !i は線形成長率を表し，!r は撹乱の振動数を表す．撹乱は !i が正の場合は
増幅，負の場合は減衰する．!i = 0は中立安定である．スパン方向に対する撹乱の角度 µ は次式
で与えられる．
µ = tan¡1
µ
¯
®
¶
(4.29)
支配方程式 3.1～3.5を線形化して得られる圧縮性撹乱方程式は以下のように表される．
質量保存方程式
@~½
@t
+ ¹u
@~½
@x
+ ¹v
@~½
@y
+ ¹½
@~u
@x
+ ¹½
@~v
@y
+ ¹½
@~z
@z
= 0 (4.30)
運動量保存方程式
¹½
@~u
@t
+ ¹½~v
@¹u
@y
+ ¹½¹u
@~u
@y
+
1
°Ma2
Ã
¹T
@~½
@x
+ ¹½
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エネルギー方程式
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圧縮性撹乱方程式の解法
本研究では撹乱方程式の解法に Chebyshev級数を用いたスペクトル法を使用した．
dÁ
dy
= (DÁ)i =
X
j
cijÁ (Zj)
d2Á
dy2
=
¡
D2Á
¢
i
=
X
j
dijÁ (Zj) (4.35)
Zj = cos
¼j
N
ここで，係数 cij , dij は次のように表される．
cij =
NX
k=0
NX
p=k+1
(p+k)odd
4p
NCkCpCj
cos
¼pj
N
cos
¼kj
N
(4.36)
dij =
NX
k=0
NX
p=k+2
(p+k)even
2(p2 ¡ k2)
NCkCpCj
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¼pj
N
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¼kj
N
係数 Cl は境界条件に従い，
Cl =
½
2 (l = 0; N)
1 (1 · l · N ¡ 1) (4.37)
数学的に無限遠に境界条件を持つ領域については無限領域の物理空間 (0 < y < ymax)を有限空間
の計算空間 (¡1 < y^ < 1)に移す写像を使うことが有効である．ここでは，写像関数
y = a
1 + y^
b¡ y^ (4.38)
a =
yiymax
ymax ¡ yi and b = 1 +
2a
ymax
を使う．これにより区間 o < y < yi により多くの格子点を配置することができる．最終的に，線
形化された撹乱方程式は 5N £ 5N の固有値問題に帰着する．
Ad^3D = !d^3D (4.39)
ここで
29
A =
0BBBBBBBBBB@
®¹u ®¹½ ¡i (D¹½+ ¹½D) ¯¹½ 0
® ¹T
¹½°Ma2
a22 a23 ¡ i¹®¯3¹½Re 0
¡i ¡D ¹T + ¹TD¢
¹½°Ma2
a32 a33 a34 a35
¯ ¹T
¹½°Ma2
¡¡i¹®¯
3¹½Re
a43 a44
¯
°Ma2
0 a52 a53 (° ¡ 1)¯ ¹T a55
1CCCCCCCCCCA
(4.40)
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である．この固有値問題を解くことにより不安定波の固有値・固有関数を求めることができる．本
研究では線形化された撹乱方程式における一階，二階微分に対しChebyshev級数を用いた Fourier
法を使用した．また本研究では，5N £ 5N 行列の収束した固有値・固有関数は，N = 128を用い
て計算を行った．
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4.2.3 ランダム撹乱
一様等方的な撹乱は，様々な波数の波の重ね合わせとして次式より作成した [26]．
f(x; y; z) =
kx=10X
kx=1
ky=10X
ky=1
kz=10X
kz=1
p
E(k) sin
·
2¼(x+ µx)
Lx=kx
¸
sin
·
2¼(y + µy)
Ly=ky
¸
sin
·
2¼(z + µz)
Lz=kz
¸
(4.42)
k は波数ベクトルで，その成分 kx，ky，kz はそれぞれ x，y，z 方向の波数であり，すなわち
k = (kx; ky; kz)T である．本研究では kx，ky，kz の打ち切り波数をそれぞれ 10 とした．また，
E(k) は撹乱のエネルギースペクトルであり，次式で与えられる．
E(k) =
µ jkj
kmax
¶4
exp
"
¡2
µ jkj
kmax
¶2#
(4.43)
kmax はエネルギースペクトルが最大になる時の波数であり本研究では 2とした．µx, µy, µz は位
相であり，区間が [0; 1] の一様乱数とそれぞれ計算領域幅 Lx，Ly，Lz との積で与えた．撹乱が
流入する時間間隔 ¢td は，境界層外部の主流 ue が計算領域幅 Lx を進むのにかかる時間とし，
¢td = Lx=ue = 500と定めた．また，壁面における滑りなし条件を満たつつ，計算を安定化させ
るため，壁面付近において滑らかに撹乱の速度変動を 0にする窓関数 g を設定して流入させた．
g(y) = tanh (3y) ¢ exp ¡¡2:0£ 105y6¢ (4.44)
よって流入部 (x = 0)における速度分布は，流入部の層流速度分布を uin(y; z)，vin(y; z)，win(y; z)
とすると，以下のように与えた．
u(y; z) = uin(y; z) + g(y) ¢ u^(y; z)
v(y; z) = vin(y; z) + g(y) ¢ v^(y; z) (4.45)
w(y; z) = win(y; z) + g(y) ¢ w^(y; z)
Fig. 4.4, 4.4にランダム撹乱のエネルギースペクトルと窓関数を示す．ただし，エネルギースペク
トルは最大値により規格化されてある．
Fig4.4 Energy spectrum of disturvances Fig4.5 Pro¯le of window function
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4.3 境界条件
本研究では図 4.1 において，x = 0 における y ¡ z 断面で流入境界条件を，x = Lx における
y ¡ z 断面および y = Ly における z ¡ x断面で流出境界条件を，y = 0における z ¡ x 断面で滑
り無し等温壁面境界条件を，z 方向境界に周期境界条件を課している．
4.3.1 流入境界条件
本研究では流入境界において，Rex = 3:38× 105 における境界層方程式の相似解をスパン方向に
並べたものを Dirichlet条件として与えた．すなわち u(0; y; z; t) = u(y; z)，v(0; y; z; t) = u(y; z)
，w(0; y; z; t) = u(y; z)，½(0; y; z; t) = ½(y; z)，T (0; y; z; t) = T (y; z) である．しかし，境界層内部
の亜音速領域では流入境界において反射波が存在するため，x方向速度 u が局所音速より大きい領
域では，速度，密度，温度を Dirichlet条件で与え，x方向速度 u が局所音速より小さい領域では，
密度は NSCBC を適用し，速度および温度は Dirichlet条件で与え，密度は NSCBC を適用し求
めた．
4.3.2 流出境界条件
x方向の流出境界においては以下の条件を課した．
@¿yx
@x
=
@¿zx
@x
= 0 (4.46)
@qx
@x
= 0 (4.47)
同様の y 方向の流出境界においては以下の条件を課した．
@¿xy
@y
=
@¿zy
@y
= 0 (4.48)
@qy
@y
= 0 (4.49)
4.3.3 滑りなし等温境界条件
滑りなし条件より速度 u; v; w は以下のようになる．
u = v = w = 0 (4.50)
また壁面温度 Tw は境界層外部の温度 Te と等しく一定であるとした．
Tw = Te (4.51)
密度変化は NSCBCより求めた．
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第 5章 計算結果・考察
5.1 可視化手法
計算結果を示す前に，ストリーク構造と渦構造の可視化手法を説明する．
5.1.1 ストリーク構造の可視化
境界層に撹乱が導入されたとき，壁面近傍には主流速度の平均値に対する速度変動が発生する．
この変動は筋状の構造を持ち，ストリーク構造と呼ばれる．平均値からの変動が正：高速ストリー
ク（赤），負：低速ストリーク（青）スライドに示す式を使用し，閾値を設定して等値面の可視化を
行った．
境界層に撹乱が導入されたとき，壁面近傍には主流速度の平均値に対する速度変動が発生し，主
流速度が低い領域と高い領域が z 方向に交互に並ぶ．この変動は筋状の構造を持ち，ストリーク構
造と呼ばれる．ストリークを表す値 u^s は x方向速度 uの瞬間値 ut から uの密度加重時間平均の
z 方向空間平均 ¹u を引いたもので，u^s · 0が低速ストリーク，u^s ¸ 0が高速ストリークである．
密度加重時間平均 ¹uは次式で表される．
¹u =
1
t2 ¡ t1
Z t2
t1
½udt
1
t2 ¡ t1
Z t2
t1
udt
=
Z t2
t1
½udtZ t2
t1
udt
(5.1)
t1; t2 はそれぞれ計測開始時間，計測終了時間である．また，z 方向空間平均には相加平均を用
いた．
u^ =
1
Nz
NzX
k=1
u^k (5.2)
以上より，ストリーク u^s を表す値は次式のように書ける．
u^s = ut ¡ u^ (5.3)
この式で得られた値を用いて閾値を決定し，等値面でストリーク構造の可視化を行った．以降に示
す可視化結果では赤色の部分が高速ストリーク，青色の部分が低速ストリークである．
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5.1.2 渦構造の可視化
渦構造の可視化には流れ場の剛体運動を示す速度勾配テンソル W の第二不変量を用いた．速度
勾配テンソルW は次式で表される．
W =
0BBBBB@
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@u
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@x
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@w
@x
@w
@y
@w
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1CCCCCA (5.4)
速度テンソルの第二不変量 Qは次式で表される．
Q =
@u
@x
@v
@y
+
@v
@y
@w
@z
+
@w
@z
@u
@x
¡
µ
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@z
@w
@x
+
@w
@y
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@z
+
@v
@x
@u
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¶
(5.5)
Q ¸ 0の領域は回転運動がずり運動に勝る領域で，この領域が渦である．一方，Q · 0の領域は
回転運動に比べずり運動が勝っており，粘性散逸が活発に行われている．
この値を使用し Q ¸ 0の領域で閾値を決定し等値面で可視化を行った．閾値の決定は渦構造の
細部変化を観察しやすくなるよう試行錯誤しながら決定した．そのため，時間が進行し遷移によっ
て Qの値が急激に大きくなるデータにおいては適宜閾値を変更し可視化を行った．
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5.2 線形安定性解析による流入撹乱の検討：固有値の検討
流れの線形安定性を調査するにあたって，定常流に非線形性の影響を与えるような導入撹乱を求
める必要がある．そこで，以下に示す (4.39) 式
Ad^3D = !d^3D (4.39)
で表される固有値問題を解くことにより，線形成長率が最大になるような主流方向波数 ®およびス
パン方向波数 ¯ の組み合わせを求め，それらに対応する固有値関数分布を求めた．固有値の調査，
決定，および固有関数分布の計算に際しては先行研究 [27] [28] [29] [30] [31] を参考に値の妥当性
を評価した．
具体的には，以下のような手順で行う．
1. まず，TS波（二次元波）の固有値を先に決定する．線形成長率が最大になるような TS波
に対応する ®の候補を (4.39) 式に代入し，Chebyshev級数を用いて固有値問題を解く．
2. 次に，斜行波（三次元波）に固有値を決定する．手順 1で求めた ®とともに，線形成長率が
最大になるような ¯ の候補を (4.39) 式に代入し，固有値問題を解く．
3. 手順 1，2で得られた固有値を基に TS波・斜行波の固有関数分布を決定する．
4. 流れの条件毎に手順 1 » 3 を実行する．
具体的な ®の候補の検討については，範囲を 0 · ® · 1，間隔を¢® = 0:1として固有値計算を
行い極大値を取りそうな範囲を絞り込んだ後，間隔を ¢® = 0:02として計算を行った．
また，¯ の候補の検討については同様の研究論文を参考とし，®と ¯ のなす角を µ とするとき，
線形成長率が中立安定となる µ = 45± 近辺に着目し，0± · µ · 60± の範囲を調査した．
調査を行った結果，候補として決定した ®，¯ を下表 5.1に表す．
Table 5.1 Conditions of eigen value problem
Mach数 ® ¯
Ma = 0:5 0:18 » 0:30 (¢® = 0:02) 0:10; 0:20; 0:22; 0:24; 0:26; 0:28
Ma = 1:2 0:14 » 0:28 (¢® = 0:02) 0.05, 0.10, 0.15, 0.16, 0.20, 0.25, 0.277
Ma = 2:5 0:015 » 0:100 (¢® = 0:005) 0:02; 0:04; 0:06; 0:08; 0:10; 0:104
Ma = 0:5の二次元波の場合において，計算によって得られた固有値分布の全体図を Fig.5.1に
表す．縦軸が線形成長率 !i，横軸が周波数 Cr(= !r=®) である．
線形不安定となる固有値を決定するにあたっては Fig.5.1(b)のように，Cr ¸ 0，!i · 0 の値を
とる第四象限および水平軸近辺に着目し調査を行った．Fig.5.1(b)を見ると Cr = 1付近に Squire
（連続）モードが形成され，(Cr; !i) = (1; 0)付近に固有値が集積していることが確認できる．この
領域に着目することにより，不安定固有値と他の固有値群を明確に区別することができると考えら
れる．
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(a) Overall view
(b) Fragmentary view
Fig5.1 Pro¯le of eigenvalue
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5.2.1 二次元波（TS波）の計算結果・考察
二次元波（® 6= 0; ¯ = 0）の場合の固有値の計算結果を，Ma = 0:5; 1:2; 2:5 の場合について示
す．また，それぞれの結果について !i が最大である OS（離散）モード付近を拡大し別図に示して
いる．
まず，Fig.5.2はMa = 0:5の場合を示す．Cr = 1付近に Squireモードが形成されるとともに，
モードの !i = ¡0:5付近から原点方向に Squireモードの存在が確認できる．また，その上下には
OSモードの存在が確認できる．OSモードのうち不安定（!i > 0）なものは各 ®に１つのみ確認
できる．また Fig.5.2(b)より，不安定なモードの中で最大のものは ® = 0:24であることが分かる．
次に，Fig.5.3はMa = 1:2の場合を示す．Ma = 0:5の場合と同様に Cr = 1付近の Squireモー
ドと，!i = ¡0:5付近から原点方向に伸びる Squireモードの存在が確認できる．また，点在する
OSモードを見るとすべて !i < 0であり，そのうち最も不安定なものを見ると線形成長率は 10¡3
オーダーで安定である．Fig.5.3(b)より，（比較的）不安定な OSモードの中で成長率が最大にな
るのは ® = 0:16のときであることが分かる．よって，Ma = 1:2の場合 OSモードは全て線形安
定なモードであると考えられる．しかし，Squireモードについては安定なモード（!i < 0）であっ
ても過渡的な増幅 (Transient growth) に影響を与えることが知られており，今回の結果の場合，
!i = 0付近や Cr = 1付近の Squireモードに関しては乱流遷移への寄与が示唆される．
最後に，Fig.5.4 は Ma = 2:5 の場合を示す．Ma = 0:5; 1:2 の場合と同様に Cr = 1 付近の
Squireモードと，!i = ¡0:5付近から原点方向に伸びる Squireモードの存在が確認できる．また
点在する OSモードを見ると，Ma = 1:2の場合と同様にすべて !i < 0であり，そのうち最も不安
定なものを見ると線形成長率は 10¡3 オーダーで安定である．また Fig.5.4(b)より，（比較的）不
安定なモードの中で最大のものは ® = 0:06 であることが分かる．よって，Ma = 2:5 の場合 OS
モードは全て線形安定なモードであると考えられる．しかし，!i = 0付近や Cr = 1 付近の Squire
モードに関してはMa = 1:2の結果と同様，過渡的増幅を経由した乱流遷移への寄与が示唆される．
以上の結果から，等温壁面条件において，乱流遷移過程における二次元不安定波（TS波）の寄
与は亜音速の場合（特に撹乱振幅が小さい場合）は，OSモードの成長率が正となるため，プライ
マリーモードを経由し線形的に増幅する（Fig.2.1中の Aシナリオ）のに対し，超音速の場合，ま
た亜音速条件であっても撹乱振幅の大きい場合は OSモードの成長率はすべて負の値をとるが，連
続モードの影響によって，プライマリーモードをバイパスし過渡的増幅（Transient growth）を経
て崩壊（Breakdown）に至る過程（Fig.2.1中の B, C, Dシナリオ）を経ることが予測される．
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(a) Overall view
(b) Fragmentary view
Fig5.2 Pro¯le of eigenvalue(2D, Ma = 0:5)
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(a) Overall view
(b) Fragmentary view
Fig5.3 Pro¯le of eigenvalue(2D, Ma = 1:2)
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(a) Overall view
(b) Fragmentary view
Fig5.4 Pro¯le of eigenvalue(2D, Ma = 2:5)
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5.2.2 三次元波（斜行波）の計算結果
三次元波（® 6= 0; ¯ 6= 0）の場合の固有値の計算結果を，Ma = 0:5; 1:2; 2:5 の場合について示
す．また，それぞれの結果について !i が最大である OS（離散）モード付近を拡大し別図に示して
いる．
まず，Fig.5.5はMa = 0:5の場合を示す．二次元波の結果と同様に，Cr = 1付近に Squireモー
ドが形成されているのが確認できる．しかし，モード中央付近から原点方向に伸びる OSモードの
存在が確認できるが，Squire モードの存在ははっきりと確認することができない．OS モードの
うち最も不安定なものは !i = 0付近にそれぞれ１つずつ確認できるが，Fig.5.2(b)を見ると，線
形増幅率が最大になるのは ¯ = 0 のときであることがわかる．¯ が大きくなるにつれて線形増幅
率が小さくなり，® = 0:22 を境に増幅率は負の値をとる．よって，OS モードの内不安定なもの
（!i > 0）は ® · 0:22の範囲で１つずつ確認できる．
次に，Fig.5.6はMa = 1:2の場合を示す．Ma = 0:5の場合と同様に Cr = 1付近の Squireモー
ドと，モード中央付近から原点方向に伸びる OSモードの存在が確認できるが，Fig.5.5と同様に，
原点方向に伸びる Squireモードの存在は確認することができない．また，点在する OSモードを
見るとすべて !i < 0である．そのうち最も不安定なものを見ると線形成長率は 10¡2 オーダーで
あり，Ma = 1:2 の 二次元波の結果と比較してより安定であることが分かる．また Fig.5.6(b) よ
り，OSモードの中で線形増幅率が最大になるのは ¯ = 0 のときであることがわかる．
しかしここでは，OSモードの左側に存在し，OSモードの線形増幅率の最大値より大きい値を
とっている 2次モードの固有値に着目する．このモードの場合，¯ = 0:05のときに線形増幅率が
最大値をとる．そこで空間発展 DNSで振る舞いを観察すること目的として，この値における流入
撹乱を採用する．以上から，Ma = 1:2の場合 OSモードは全て線形安定なモードであると考えら
れる．しかし，二次モードなどの Squireモードについては安定（!i < 0）であっても過渡的な増幅
に影響を与えることが知られており，二次元波の結果と同様，!i = 0付近や Cr = 1付近の Squire
モードについても乱流遷移への寄与が示唆される．
最後に，Fig.5.7 は Ma = 2:5 の場合を示す．Ma = 0:5; 1:2 の場合と同様に Cr = 1 付近の
Squire モードと，モード中央付近から原点方向に伸びる OS モードの存在が確認できるが，原点
方向に伸びる Squire モードの存在は確認することができない．また点在する OS モードを見る
と，Ma = 1:2 の場合と同様にすべて !i < 0 であるが，そのうち最も不安定なものを見ると線
形成長率は 10¡2 オーダーであり，二次元波の結果と比較しても安定であることが分かる．また，
Cr = 1の Squireモードの (Cr; !i) = (1;¡0:5)付近から分岐した固有値が Cr = 0:4付近で分岐
し，(Cr; !i) = (1; 0)および原点に向かって集積することで，!i = 0付近に Squireモードとして
存在していることが確認できる．
以上のことから，Ma = 2:5の場合 OSモードは全て線形安定なモードであると考えられる．し
かし，!i = 0付近や Cr = 1 付近の Squireモードについては過渡的増幅を経由した乱流遷移への
寄与が示唆される．
以上の結果から，乱流遷移過程における三次元不安定波（斜行波）の寄与は亜音速の場合は，プ
ライマリーモードを経由し線形的に増幅する（Fig.2.1中の Aシナリオ）のに対し，超音速の場合
は，プライマリーモードをバイパスし過渡的増幅（Transient growth）を経て崩壊（Breakdown）
に至る過程（Fig.2.1中の Bシナリオ）を経ることが予測される結果が得られた．また，¯ の値が
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大きい，すなわちスパン方向波数が大きくなるほど増幅率は小さくなった．
しかし，TS波と斜行波の遷移機構を研究対象にした先行研究の結果を参照すると，超音速条件
においても過渡的増幅ではなく線形モードの非線形成長が崩壊に繋がる様子が確認されている．今
回は計算資源の都合上，限られた格子点数および時間時間領域で数値計算を実施したのに加え，超
音速条件での空間的発展問題の計算を実施することができなかったが，TS波の大幅な非線形的発
達は t > 500の時間領域で顕在化することが先行研究の結果からも明らかになっている．また安定
と考えられるモードであっても，空間的発展問題流入条件として導入することにより，過渡的増幅
への寄与が認められる可能性もある．
そのため今後超音速流れにおいてプライマリーモードからの非線形崩壊・乱流遷移現象について
調査を行う場合は，プライマリーモードをバイパスしない程度に撹乱の最大振幅を大きくしより
早期の非線形成長を促進させるなどの工夫をするか，計算領域・格子点数・時間領域を十分に確保
し，計算時間の短縮のための最適化手法の検討が必要であると考えた．
以上の結果から，二次元波および三次元波の双方の条件において，撹乱の受容から崩壊に至るプ
ロセスがMach数や外部撹乱の大小によって大きく異なることを示唆する結果が線形安定性解析に
よって得られた．
42
(a) Overall view
(b) Fragmentary view
Fig5.5 Pro¯le of eigenvalue(3D, Ma = 0:5)
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(a) Overall view
(b) Fragmentary view
Fig5.6 Pro¯le of eigenvalue(3D, Ma = 1:2)
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(a) Overall view
(b) Fragmentary view
Fig5.7 Pro¯le of eigenvalue(3D, Ma = 2:5)
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5.3 線形安定性解析による流入撹乱の検討：固有関数の検討
先述したように固有値問題を解き，線形成長率 !i が最大となる ®，¯ の組み合わせを求めた．
求めた ®，¯ の組み合わせを基に (4.39) 式から得られた二次元 TS波および斜行波の主流方向・壁
面垂直方向成分固有関数を以下に示す．赤線が二次元波の計算結果，青線が三次元波の計算結果で
ある．なお Fig.5.8(b)については後述する理由により，線ではなく点でプロットしている．結果を
比較すると，三次元波の固有関数分布の方が振幅が大きいことが分かる．このことから，不安定波
として流れに流入した際には，幾何学的に複雑な構造を持つ三次元波の方が比較的早期の段階から
非線形的成長を促し，縦渦の形成・崩壊に繋がることを示唆すると考えられる．
Fig.5.8(b)の超音速条件での固有関数分布を見ると，y=±¤in > 10 の領域においては分布が軌跡
として収束せず，２つの波が交互にプロットされるような結果が得られた．本研究では固有値問題
に帰着する際，級数の項数を先行研究の結果を参考に N = 128と設定したが，今後超音速条件で
の研究を行うに際して項数 N や計算パラメータの設定を再考する必要があると結論づけた．
(a) Ma=0.5 (b) Ma=2.5
Fig5.8 Pro¯le of velocity °uctuation in x-direction
(a) Ma=0.5 (b) Ma=2.5
Fig5.9 Pro¯le of velocity °uctuation in y-direction
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5.4 準備計算：不安定波の時間的発展の観察
圧縮性境界層の遷移機構を調査するためには，計算領域の流入部に不安定波を撹乱として導入
し，その空間的発展を観察する必要がある．しかし，空間的発展を観察するためには主流方向に極
めて巨大な計算領域が必要となり，計算コストの増大に繋がる．
そこで本研究では空間発展 DNSを実施するにあたっての準備計算として，Adams ら [32]， 橋
ら [33]の先行研究を参考とし，不安定波の時間的発展問題を解いた．時間的発展問題とは，Fig5.10
のように，流れ場に流入された撹乱とともに計算領域を移動させ，撹乱が非線形成長し崩壊に至る
までのプロセスを Lagrange的に観察するものである．この手法を用いることで，不安定波が非線
形崩壊に至るまでのプロセスを比較的小さな計算コストで観察することが可能である．
具体的には， Fig5.11 のような，x 方向・z 方向を周期境界条件とした計算領域を用意し，TS
波・斜行波を流れ場全体の初期条件として与えその時間的発展を観察することで，各条件における
不安定波の成長過程を調査した．
Fig5.10 Conceptual diagram of the temporal simulation approach[32]
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Fig5.11 Computational domain
5.4.1 計算条件
座標系は主流方向を x，主流（壁）垂直方向を y，スパン方向を z とし，その領域長さ Lx; Ly; Lz
は流入境界における排除厚さ ±¤in を代表厚さとして Lx = 4¼=®±¤in，Ly = 30±¤in，Lz = 4¼=¯±¤in と
し，斜行波が主流方向・スパン方向に 2波長分ずつ入るように設定している．x; y; z 方向の格子点
数 Nx; Ny; Nz は，Nx = 101，Ny = 101，Nz = 101で，y 方向に格子伸長を行っている．x; y; z
方向の格子幅 ¢x;¢y;¢z は，¢x = 0:04¼=®±¤in，¢y = 0:3±¤in，¢z = 0:04¼=¯±¤in である．計算
時間の間隔は¢t = 5:0£ 10¡2 とした．
x（流れ）方向・z（スパン）方向の取扱いを単純にするため，周期境界条件を適用している．y
（壁面垂直）方向の境界条件については y = 0境界で等温壁面条件を，y = Ly 境界で無反射流出境
界条件を適用した．
Reynolds数は空間的発展問題と同じ Re = 1000とし，Mach数はMa = 0:5; 1:2; 2:5の場合に
ついて計算を実施した．
5.4.2 計算結果（不安定波の時間的発展）
Fig.5.14を見ると，時間進行とともに渦構造が互いに交差し，複雑化するとともに三次元化して
いく様子が確認できる．
次に，Fig.5.15 を見ると，Ma = 1:2 の場合 ¯ の波数が小さいことから，主流方向となす角が
小さい．また，渦構造が非線形的に発達し，大幅に複雑化・三次元化していく様子は確認できな
かった．
次に，Fig.5.16を見ると，Ma = 0:5; 1:2の場合と比較して更にまた，渦構造が非線形的に発達
し，大幅に複雑化・三次元化していく様子は確認できなかった．t = 150くらいから渦構造の三次
元的発達が見られるが，変形はごく僅かである（Fig.5.16(b)）．
このように，Re = 103 オーダーの低 Reynolds数流れではMa = 0:5の場合においてのみ，不
安定波が非線形的に成長し非線形崩壊に繋がる様子が確認できた．
以上の結果から，低 Reynolds数・亜音速流れの乱流遷移過程においては，線形安定性モードの
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非線形成長（Fig.2.1における Aシナリオ）が支配的であると考えられる．
本計算では低 Reynolds数であっても遷音速・超音速条件においては線形安定性モードの非線形
成長はみられなかった．しかし先行研究においては超音速条件でも線形モードの非線形成長を経て
崩壊に向かう様子が確認されている．超音速条件での遷移過程を検討するにあたり，TS波の非線
形的発達に加え，斜めモードの発達や縦渦の発生・境界層の変形を誘起しやすい斜行波の非線形的
発達も考慮する必要がある．そこで，本研究において宇宙輸送機の飛行条件として本来想定してい
た超音速条件に関する計算的研究を，空間的発展問題で今後実施するにあたっては，固有値計算の
結果を踏まえるとともに亜音速条件における波数 ®, ¯ の条件などを検討材料とし，斜行波の角度
や流入振幅などを精査する必要があると考えた．
また，以下に示す Fig.5.12, 5.13のように，非線形崩壊にメカニズムに関して空間的発展計算に
よって調査を行った先行研究では，Mach数 4.5のゼロ圧力勾配平板境界層の数値計算において，
TS波の非線形崩壊は少なくとも x ¸ 400の領域で起こることが確認されている．そのため本計算
においても，遷音速・超音速条件においては x ¸ 400に相当する t ¸ 400の範囲まで数値計算を実
行する必要があり，その実現のためにはより長時間の時間進行に耐えうる格子点設定や数値計算ス
キームの適用を検討することが不可欠であると考えた．
Fig5.12 Momentum thickness for the three cases as a function of streamwise coodinate [34]
Fig5.13 Enthalpy thickness for the three cases as a function of streamwise coodinate [34]
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(a) t = 100 (b) t = 150
(c) t = 200 (d) t = 250
(e) t = 200 (f) t = 350
Fig5.14 Pro¯le of velocity °uctuation in Ma = 0:5 (Q = 0:00001)
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(a) t = 100 (b) t = 150
(c) t = 200 (d) t = 250
(e) t = 200 (f) t = 350
Fig5.15 Pro¯le of velocity °uctuation in Ma = 1:2 (Q = 0:00001)
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(a) t = 100 (b) t = 150
(c) t = 200 (d) t = 250
(e) t = 200 (f) t = 350
Fig5.16 Pro¯le of velocity °uctuation in Ma = 2:5 (Q = 0:0000004)
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5.5 計算結果（空間的発展問題・不安定波の導入）
Fig.5.17はMa = 0:5，200 · t · 400の場合において，不安定波を導入し空間発展 DNSを行
い，渦構造を可視化した結果を上から見たものである．等値面の値は Q = 0:00001，u^s = §0:01
を用いた．また 5.18(f) は更に時間を進行させた 650 · t の結果である．渦構造の非線形的発達
に伴い第二不変量の値が急激に大きくなるため，等値面の値を Q = 0:0001，u^s = §0:05 に変更
した．
Fig.5.19, 5.20は可視化結果を斜め上方から見下ろし，三次元的構造を観察しやすくしたもので
ある．等値面の値は Q = 0:00001，u^s = §0:01を用いた．また Fig.5.21, 5.22は更に時間進行さ
せ，非線形崩壊に至っている時間領域の結果を可視化したものである．等値面の値はQ = 0:0001，
u^s = §0:05である．
Fig.5.23は渦構造のみを可視化し，スパン方向から見たものである．200 · x=±¤in · 500の領域
で拡大している．等値面の値は Q = 0:0001である．
Fig.5.17を見ると，時間進行に伴い撹乱が下流に移動するにしたがって，渦構造が三次元的に変
形していることが確認できる．また低速ストリーク（青色）と高速ストリーク（赤色）が x方向と
z 方向に交互に並び，渦構造の変形とリンクしていることが分かる．Fig.5.19, 5.20を見ると，は
じめ主流方向に垂直であった渦構造（TS波に起因するものと考えられる）が三次元的に変形し下
流部で崩壊に至るまでの様子が詳細に確認できる．時間進行に伴って渦構造に z 方向の変形が生じ
るが，この変形が局所的な主流速度の高低差を生む．これがストリーク構造となる．ストリーク構
造は時間発展とともに主流方向に伸びていき渦構造の縦渦への変形を促す．
主流方向に変形した縦渦は速度分布の差を更に拡大させ，ストリーク構造の発達を誘起する．そ
して発達したストリーク構造が渦構造を更に変形させる．このように渦構造とストリーク構造が下
流に向けて互いに発達すると Fig.5.18(c)に見られるように渦構造・ストリーク構造が急激に複雑
化する．以上のような過程を経て，不安定波は乱流へと遷移すると考えられる．
これらの結果は先行研究で得られた結果と定性的に概ね合致しており，本計算で与えられた結果
は妥当であるとみなし考察を行った．
Fig.5.23を見ると，下流部分に特徴的なヘアピン渦を形成していることが確認できる．このスト
リーク構造の発生に伴う渦構造の変形やストリーク構造自身の更なる発達が乱流遷移を引き起こす
要因になりうると考えられる．
以上の結果から，亜音速条件（Ma = 0:5）において層流境界層に不安定波を導入した場合，不安
定波の非線形的発達を経て崩壊に繋がることが確認できた．またこれは線形安定性解析による固有
値問題を解いて得られた乱流遷移シナリオの推測結果，すなわち Fig.2.1のシナリオ Aと同様の遷
移過程と概ね合致することが確認できた．このことから，亜音速平板境界層（等温壁面条件）の乱
流遷移過程は不安定波のの非線形崩壊が支配的であると考えた．
本研究では不安定波として TS波と斜行波を同時に流入させ，発達過程の観察を行った．TS波
ははじめ直線的に増幅し，その後三次元変形を伴い非線形的に発達し乱流に遷移していく．しかし
斜行波は計算初期から三次元的構造を持ち，非線形的発達に特有の変形過程をより早期の段階から
観察することが可能である．
今回，計算領域のスパン方向長さを斜行波 2波長分確保し計算を行った．そのため渦構造やスト
リーク構造が 2波長単位で変形していることが確認できた．乱流遷移は秩序的構造の複雑化を伴う
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ことが知られており，現実条件では渦構造やストリーク構造の周期性が崩壊することが予測され
る．しかし本計算は高精度な空間差分スキームや時間進行法を採用したため，実験的研究とは異な
り極めて理想的な条件での流れ場の振る舞いを観察していることになる．本研究では乱流遷移の本
質的な過程を研究対象としているため，現実条件に近づけるための手法的工夫はとらず理想的な条
件において数値計算を実施し，主に非線形発達過程に着目した．
今後，より現実の物理現象に近い条件を再現した数値計算を行う場合は，流入撹乱に位相差を与
えたり，ランダムな撹乱を追加するなどの手法的工夫が必要である．
また，各計算結果を観察すると主流方向出口境界からは非物理的な反射波が発生した．本研究で
は NSCBC による境界条件を適用し反射波の抑制を目指したが，主流方向境界に関しては期待し
たような結果が得られなかった．今後計算結果の改善を目指すにあたり，格子点数や時間刻みの再
検討，またはWeighted Compact Nonlinear Scheme [36](WCNS)を始めとした，より堅牢な空
間差分スキームの採用などが対策として考えられる．
また今回スキームの検討に際して参考にした若松の先行研究 [23] では流れの条件に適切な境界
条件・コンパクトフィルタの適用について述べられている．このようなコンパクトフィルタを境界
層計算に適用することも，領域境界近傍の計算安定性向上を目指すにあたっての改善策として考え
られるが，フィルタが高波数成分を除去することにより不安定性の観察に支障をきたすおそれがあ
るため注意が必要である．
(a) t=200
(b) t=250
(c) t=300
(d) t=350
(e) t=400
Fig5.17 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:00001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:01, top view
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(a) t=600
(b) t=650
(c) t=700
(d) t=750
(e) t=800
(f) t=850
Fig5.18 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:0001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:05, top view
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(a) t=300
(b) t=400
(c) t=500
Fig5.19 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:00001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:01, quarter view
56
(a) t=600
(b) t=700
(c) t=800
Fig5.20 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:00001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:01, quarter view
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(a) t=600
(b) t=650
(c) t=700
Fig5.21 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:0001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:05, quarter view
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(a) t=750
(b) t=800
(c) t=850
Fig5.22 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:0001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:05, quarter view
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(a) t=600
(b) t=650
(c) t=700
(d) t=750
(e) t=800
(f) t=850
Fig5.23 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:0001, side view
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5.6 計算結果（ランダム撹乱の導入）
Fig. 5.24，Fig. 5.25はMa = 2:5の場合においてランダム撹乱を導入した空間発展 DNSを行
い，渦構造を可視化した結果を上から見たものである．等値面の値はQ = 0:0001，u^s = §0:05を
用いた．最大振幅は 5%であり比較的大きい撹乱となっている．
線形安定理論による不安定波を導入した場合と比較すると，超音速条件においてランダム撹乱を
導入した場合，t = 50程度であっても，領域前方から微細な渦構造が形成されていることを確認で
きる．また渦構造の出現に伴い速度変動が誘起され，大小様々な大きさのストリーク構造が出現し
ていることが確認できる．このストリーク構造は下流部分で流れ方向に非常に長く，直線的な構造
に成長していく様子が確認できる．なお，渦構造は下流部分でまだら状に成長しており，このよう
な渦の三次元変形は乱流への遷移を誘起すると考えられる．
このことから，ランダム撹乱の流入によって発生した大小様々な間隔のストリーク構造・渦構造
は時間進行・空間発展とともに発達するとともに，一定の大きさに収束し，縦渦の発達とヘアピン
渦の形成に寄与すると考えられる．
また，渦構造の値の大きさは不安定波を導入し非線形的発達に達した場合のものと同じオーダー
（10¡4）であり，非線形崩壊は撹乱を導入してから比較的早い時刻に起こると考えられる．
以上の結果から，ランダム撹乱によって出現する渦構造・ストリーク構造の出現は非線形的発達
や過渡的成長を経由せず，受容した外部撹乱が遷移に直接影響しており，バイパス遷移においても
重要な役割を果たしていると考えられる．
Fig. 5.26を見ると，領域前方から放出された渦構造が積層している様子が確認できるが，不安
定波の結果にように領域後方での構造全体の立ち上がり（Lift-up）はみられない．
Ma = 2:5の場合，線形安定理論による撹乱を導入した時間的発展問題の計算では，ブレークダ
ウンへ至るための渦構造の三次元的変形・複雑化が見られなかった．このことから，超音速条件で
の乱流遷移過程においては，不安定波の微小撹乱による線形モードの非線形成長よりも，大きな撹
乱の影響によるバイパス遷移が支配的であると考えた．
本計算では低 Reynolds数・高Mach数条件において線形安定性モードの非線形成長はみられな
かった．しかし先述したように，先行研究においては同様の条件でも線形モードの非線形成長が確
認されている．そこで，本研究において本来想定していた超音速条件に関する計算的研究を今後実
施するにあたっては，より高解像度の計算領域・長時間（t > 500）の計算を実施し流れの振る舞
いをより詳細に捉えること，そのために長時間の空間発展計算に耐えうる計算環境を構築すること
が不可欠であると結論づけた．
また，固有値計算の結果を検討材料にすることに加え，様々な波数 ®, ¯ の組み合わせを検討し，
斜行波の角度や流入振幅などを精査する必要があると考えた．
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(a) t=025
(b) t=050
(c) t=075
(d) t=100
(e) t=150
Fig5.24 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:0001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:05, top view
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(a) t=200
(b) t=250
(c) t=300
(d) t=350
Fig5.25 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:0001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:05, top view
Fig5.26 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:0001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:05 , side view (t = 350)
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(a) t=25
(b) t=050
(c) t=075
Fig5.27 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:0001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:05, quarter view
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(a) t=100
(b) t=150
(c) t=200
Fig5.28 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:0001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:05, quarter view
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(a) t=250
(b) t=300
Fig5.29 The isothermal velocity gradient tensor in Q = 0:0001 and
The isothermal low-and-high top streaks in u^s = §0:05, quarter view
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第 6章 結言
本研究では圧縮性境界層流れが持つ不安定性を線形安定性理論によって調査し，流れに遷移を誘
起する固有値や流入撹乱を調査した．また，得られた TS波，斜行波およびランダム撹乱を流入さ
せ，撹乱の違いによる遷移機構や流れの振る舞いの差異を，高解像度空間発展 DNSによって調査
した．以上の調査により，以下の知見を得た．
² 二次元波および三次元波において撹乱の受容から崩壊に至るプロセスは，亜音速条件の場合
はプライマリーモードを経由し線形的に増幅するのに対し，超音速条件の場合は，プライマ
リーモードをバイパスし過渡的増幅（Transient growth）を経て崩壊（Breakdown）に至る
過程が支配的である．
² 線形安定性解析によって推測された乱流遷移過程は Morkovin Diagramに示される乱流遷
移過程のロードマップ（Fig.2.1）と概ね合致する．
² 時間的発展問題の計算によって，亜音速条件で線形安定性モードの非線形的発達が確認され
るが，遷音速・超音速条件においては線形安定性モードの非線形成長はみられない．
しかし，遷移過程を検討するにあたり，TS波の発達だけではなく斜めモードの非線形的発
達も考慮する必要がある．
² 亜音速条件（Ma = 0:5）において層流境界層に不安定波を導入した場合，渦構造の三次元的
変形によって流れ場に主流速度の変動が起き，ストリーク構造を形成する．ストリーク構造
は時間発展とともに主流方向に伸び更なる渦構造の変形やストリーク構造自身の発達を誘起
する．これらの変形・境界層自身の変形が乱流遷移を引き起こす．
² 亜音速条件において，時間的発展問題や空間的発展問題によって得られる不安定波の乱流遷
移過程は，線形安定性解析による固有値問題を解いて得られた乱流遷移シナリオの推測結果
（Fig.2.1のシナリオ A）と合致する．よって，亜音速平板境界層（等温壁面条件）の乱流遷
移過程は不安定波の非線形崩壊が支配的である．
² ランダム撹乱の流入によって発生した大小様々な間隔のストリーク構造・渦構造は時間進
行・空間発展とともに発達するとともに一定の大きさに収束し，縦渦の発達とヘアピン渦の
形成に寄与する．
² 亜音速条件では線形安定理論で予測される不安定波による影響が支配的であるのに対し，超
音速条件においてはランダム撹乱などの比較的大きな撹乱が支配的である．
² 高Mach数の数値計算を行う場合は圧縮性の影響を大きく受ける．今後，超音速条件につい
ての詳細な議論を行うためには境界条件の改善や空間フィルタの検討が必要．
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